Granica funkcji — pojecie granicy

Granica wlasciwa funkcji

Definicja 1. Zbidr (x,—-9,x,) U (x,,Xx,+90) nazywamy sgsiedztwem punktu
X, o promieniu 6 >0 i oznaczamy symbolem S(x,,9).

Przedzial (x,-90,x,) nazywamy lewostronnym, a przedzial  (x,,x,+9)
prawostronnym sqgsiedztwem punktu x, o promieniu 6>0 i oznaczamy
odpowiednio: S_(x,,0) oraz S, (x,,d).

Niech funkcja f : X — Y bedzie okreslona w pewnym sasiedztwie S punktu
X -

Definicja 2 (granicy funkcji w punkcie wedtug Heinego).

Liczbe g nazywamy granicq (wflasciwg) funkcji f w punkcie x;, co
zapisujemy )}1—2} f(x)=g, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,)

owyrazach x, €S, zbieznego do x,, ciag (f(x,)) wartosci funkcji jest
zbiezny do g.
Zapiszemy jeszcze symbolicznie drugg definicj¢ granicy funkcji w punkcie
rownowazng powyzszej definicji.
Definicja 3 (granicy funkcji w punkcie wedtug Cauchy’ego).

lim f(x)=g < V03507 cx [0<[x—x|<8=|f(x)-g| <]

X—)XO

llustracjg graficzng definicji 3 jest rysunek 1. Interpretujemy ja w sposob
nastepujacy: liczba g jest granica funkcji f w punkcie x, wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego otoczenia U punktu g o promieniu ¢ istnieje takie
sasiedztwo § punktu x, o promieniu 0, ze dla kazdego x nalezacego do tego
sasiedztwa (x € (x, —90,x,) U (x,,x, +0) ), wartosci f(x) funkcji f naleza do
U, czyli do przedziatu (g —¢,g+¢).



Rys. 1. Interpretacja definicji 3

Granice niewlasciwe oraz granice w nieskonczonosciach

Oprdcz granicy wlasciwej (skonczonej) funkcja moze mie¢ granice niewtasciwe
(o). Dodatkowo mozna réwniez oblicza¢ granice w nieskonczonosciach,
ktore takze moga by¢ wilasciwe lub niewlasciwe. Ponadto funkcja moze nie
posiada¢ granicy. Podamy i zilustrujemy tutaj tylko wybrane definicje
dotyczace wymienionych przypadkow, a dodatkowo ograniczymy si¢ do
definicji wedhug Cauchy’ego.

Niech funkcja f: X — Y bedzie okreslona w pewnym sasiedztwie punktu x,.
Definicja 4 (granic niewtasciwych funkcji w punkcie wedtug Cauchy ’ego).

1° lim f(x)=—0< V), 350V oy [0<[x—x|<d= f(x)<M].

X=X,

2° lim f(x) =+ < V), 350V ox [0<]x—x,|<8= f(x)>M ],

X—)XO

Niech funkcja f: X — Y bedzie okreslona w pewnym przedziale (—0,a).
Definicja 5 (granic funkcji w minus nieskoriczonosci wedtug Cauchy ’ego).

1° lim f(x)=g < V.03,V [x<d=|f(x)-g|<e].
2° lim f(x)=—0V,, A,V [x<d= f(x)<M]
3° lim f(x)=+0<V,, A,V [x<d= f(x)>M].

Podobnie okreslamy granice w +co.

Na rysunku 2 mozna znalez¢ ilustracje graficzng przypadku 2° definicji 4 oraz
przypadku 3° definicji 5.
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Rys. 2. Interpretacja: a) definicji 4 punkt 2°, b) definicji 5 punkt 3°

OczywiScie mozna rowniez sformutowaé rownowazne definicje odpowiednich
granic wedtug Heinego.

Granice jednostronne

Zajmiemy si¢ teraz sytuacja, w ktorej interesuje nas, co si¢ dzieje z wartosciami
danej funkcji w przypadku, gdy x dazy do x, z okreslonej strony — prawej lub
lewej. Mamy wowczas do czynienia z tzw. granicami jednostronnymi. Granice
jednostronne moga by¢ zaréwno wiasciwe, jak i niewtasciwe. Ponizej podamy
tylko definicje granic jednostronnych wtasciwych wedlug Cauchy’ego.
Sformulowanie definicji granic jednostronnych niewlasciwych oraz
odpowiednich definicji granic jednostronnych wedtug Heinego pozostawiamy
Czytelnikowi.

Niech funkcja f: X — Y bedzie okreslona w lewostronnym sgsiedztwie S_
punktu X, .

Definicja 6 (granicy lewostronnej funkcji w punkcie wediug Cauchy’ego).

i f(x) =g & Vo F0Voex [0 -8 <x<xy = |f(0)-g[<e].

Niech funkcja f: X — Y bedzie okreslona w prawostronnym sasiedztwie S,
punktu X, .
Definicja 7 (granicy prawostronnej funkcji w punkcie wedtug Cauchy’ego).

lim /()=g, & Vg IpVoex [ 3o <x<xp+3= |1 (1) - g, | <5].

Jako ilustracje¢ pojecia granic jednostronnych rozwazmy nastepujace funkcje:
fx)= {

x2+1, dla x<0

oraz g(x)= 1 o wykresach podanych na rysunku 3.
—x-1,dlax=>0 X
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Rys. 3. Ilustracja pojecia granic jednostronnych

Granice jednostronne tych funkcji w punkcie x, =0 sa odpowiednio rowne:

lim f(x)= lim(* +1)=1,  lim /(x)= lim (~x-D) =1,
lim g(x) = lim 1 =—00, lim g(x) = lim 1 =400 .
x—0" x—=0" x x—0" x—=0" x

Wybrane twierdzenia o granicach funkcji

Twierdzenie 1. Funkcja / ma w punkcie x, granice wtedy i tylko wtedy, gdy
w tym punkcie istniejg obie granice jednostronne i sg sobie rowne, tzn.

lim f(x)=g & [limf(x): limf(x):g]
XX, XX x>
Twierdzenia dotyczace dzialan na granicach podamy w formie tabel

Tab. 1. Granica sumy i granica réznicy funkcji

i i
xil?gof ﬂ g +00 —00 g +00 —o0
lin} g(x) lim [f(x) + g(x)] lim [f(x) - g(x)]
ol -l -
h g+h +00 —00 g-h +00 —00
+00 +00 +00 S.n. —00 s.n. —00
—00 —00 s.n. —00 +00 +00 S.n.

Rozwazmy przykladowo nastgpujacg sytuacje:  lim f(x)=—oo oraz
X—>+0

lim g(x)=+o0.Z tabeli 1 tatwo odczytaé, ze:

xX—>+00



lim [ f(x)+ g(x)] =[—o0 + (+0)] =[~o0 + 0] — symbol nieoznaczony (s.n.),
xl_igloo[f(x) - g(x)] = [0 = (+00)] = [0 — 0] = —o0 .

Tab. 2. Granica iloczynu i granica ilorazu funkcji

lim f(x) g#0 g#0
ke =] g>0 | g<0 0 |+ | —© g>0 | g<0 O+ |
. ) . X
lim g(x) lim [ f(x)- g(x)] lim J&)
x>0 * -0 o g(x)
h>0 _ _
h0 g-h 0 +00 0 g 0 +00 0
h<0 —00 ~+00 h —o0 | 400
0" +00 -0 400 | —o0
0 — 0 0 | sn. | sn. s.n.
0 —0 +00 —o0 | +oo
+00 +00 —00 s.n. [ 40 | —0 0 0 0 s.n. | s.n.
—00 —00 +00 s.n. | —o | +o 0 0 0 s.n. | s.n.

Z powyzszej tabeli tatwo odczyta¢, ze jezeli na przyktad lim f(x)=0,
X—>—0

lim g(x)=-o0,to lim [f(x)-g(x)]=[0-(-)] ~ symbol nicoznaczony (s.n.),

i 200 [0,
o g(x) o0

Warto rowniez zapamigtac nastepujace przypadki:

+ + - -

— | =+00, — | =—00, — | =—00, — |=400.
il e F e
Twierdzenie 2 (o granicy funkcji zlozonej).

Jezeli lim f(x)=y, 1 limA(y)=g, przy czym f(x)#y, dla kazdego x
X=Xy Y=Y

z pewnego sgsiedztwa punktu x,, to lim A(f(x))=lim A(y)=g.
XX, YoV
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